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Wstep

Liga zadaniowa III LO w Tarnowie odbywala sie w roku szkolnym 2019/2020.
Na przestrzeni szedciu miesiecy — od pazdziernika 2019 do marca 2020 na stroneg
facebookowa konkursu wrzucane byly seriami cztery zadania, na rozwigzanie
ktérych uczestnicy konkursu mieli miesiac. Rozwiazania przesylane bytly dro-
ga mailowa (na adres ligazadaniowaiiilo@gmail.com) i oceniane wg tradycyjnej
skali, stosowanej m.in. w Olimpiadzie Matematycznej: 0, 2, 5 i 6 punktéw.
W zawodach wziglo udzial trzynastu uczestnikéw z klas pierwszych (zaréwno
po gimnazjum jak i po szkole podstawowej) oraz dwoch uczestnikéow z klasy
drugiej.

Pomystodawca konkursu byl Marcin Radwanski, nauczyciel matematyki
w IIT LO. Ukladaniem zadan, a takze redakcja niniejszej broszury, zajmowali
si¢ Rafal Pyzik, Filip Konieczny i Dominik Chmura — uczniowie klasy IIIF.

Uczestnicy

Karol Bielaszka, IF
Kacper Jachym, IFg
Karina Juszczyk, ICg
Weronika Karas, ICg
Michatl Krél, IF
Mateusz Kosman, IF
Olga Koziol, TEg
Karolina Kulas, IF
Karol Kubek, IF
Jacek Markiewicz, IF
Kinga Palka, IF
Jakub Podosek, IF
Julia Sus, IBg
Stanistaw Majchrzak, IIF
Jakub Pawlina, ITF



Wyniki

Klasa 1
Uczestnik I II II1 IV Vv VI Suma
Karol Kubek 24 24 20 12 23 18 121
Karol Bielaszka 24 23 17 6 11 6 87
Olga Koziot 18 11 17 6 6 18 76
Weronika Karas 24 17 17 - - 11 69
Kacper Jachym - - 20 - 24 - 44
Jacek Markiewicz 6 11 8 6 - - 31
Jakub Podosek - 12 - 6 - 12 30
Karina Juszczyk 16 13 - - - - 29
Karolina Kulas 12 11 5 - - - 28
Michat Krol 14 11 - - - - 25
Julia Sus 24 - - - - - 24
Mateusz Kosman - 6 - 6 - - 12
Kinga Patka - 12 - - - - 12
Klasa 2
Uczestnik I 11 II1 IV \% VI Suma
Stanistaw Majchrzak 18 24 12 - - - 54
Jakub Pawlina 24 - - - - - 24




TresSci zadan

Znajdz wszystkie takie tréjki kolejnych liczb dodatnich nieparzystych, ze kazda
liczba z tej tréjki jest liczba pierwsza.

: J _ 1 1 1 _ 7 B a c
Wiadomo, ze a+b-+c = 7 oraz e Tt ae = 16 Oblicz et +5

_b
c+a

3. Dany jest tréjkat ABC, ktérego srodkiem okregu opisanego jest O. Udowodnié,

10.

11.

12.

13.

ze jedli {BAC = 30° to tréjkat BOC jest réwnoboczny.

Mamy worek z liczbami catkowitymi od 1 do 10, kazda wystepuje w nim raz.
Na ile sposobéw mozemy z tego worka wyciagnaé niektoére z tych liczb, by suma
tych pozostalych w worku byla parzysta? Podaj wynik wraz z uzasadnieniem.

Ile jest liczb catkowitych dodatnich nie wigkszych od 2019, ktére nie sa podziel-
ne przez 3 ani przez 5.

Rozwiaz uktad réwnan w liczbach rzeczywistych

22 +3y=2-1
V¥ +3z=x-1
22 43z=y—1

Dany jest czworokat ABC'D, w ktérym AB = AD oraz CB = C'D. Oznaczmy
punkt przeciecia prostych BC' i AD przez X. Na trojkatach XCD i X AB opi-
sano okregi, oznaczmy ich punkt przecigcia (rézny od X) przez M. Udowodnij,
ze punkty A, C, M sa wspdiliniowe.

Niech 7(n) oznacza liczbe dzielnikéw liczby n, a |z] liczbe x zaokraglona w
dot. Pokazaé, ze:

T 7@ +73) ) = [T ) ) L

Dany jest prostokat ABCD oraz dwa okregi wi 1 we odpowiednio o srednicach
AB i AD. Oznaczmy punkt przecigcia tych okregdéw (rézny od A) przez X.
Udowodnié, ze punkty B, D, X sa wspotliniowe.

Udowodnij, ze liczba catkowita, wieksza od 4, n dzieli liczbe (n — 1)!, wtedy i
tylko wtedy gdy liczba n jest ztozona.

Uwaga: n!=1-2-3---(n—1) - n.

Dany jest rownolegtobok o polu 1. Udowodnié, ze mozna przykryé¢ go w calosci
prostokatem o polu 2.

Niech a, b, c to dtugosci bokéw tréjkata. Udowodnié, ze zachodzi nastepujaca
nieréwno$é:

Va+Vb+vexvVatb—c+Vbtc—a+Veta—b

Udowodnié, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y i z takich, ze 0 < x,y, z <
1 zachodzi nier6wnosé:

zyz+(1—z)(1—-y)(1—2)<1
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Na Wigilie przybyto n gosci. Przed wieczerza tradycyjnie wszyscy tamig sie
oplatkiem. Kazde lamanie trwa dokladnie minute, a kazdy gos$¢ po skoncze-
niu tamania moze natychmiast przejs¢ do nastepnego. Nie mozna dzieli¢ sie
optatkiem z ta sama osoba kilka razy. Dla jakich wartosci n mozliwe jest takie
tamanie optatkiem, by podczas niego kazdy sie z kim$ caly czas tamal i na
koniec wszyscy podzielili si¢ ze wszystkimi?

Przyktad: dla n = 4 jest to mozliwe. W pierwszej turze tamia si¢ ze sobg pary
(1,2) i (3,4), potem (1,3) i (2,4), a nastepnie (1,4) i (2,3).

Dane sg liczby catkowite dodatnie x,y, z takie, ze NWD(z,y,z) = 1 oraz % +

% = % Wykazaé, ze x + y jest kwadratem pewnej liczby catkowitej.

Dany jest tréojkat ABC, ktérego okrag wpisany jest styczny do bokéw AC i
AB odpowiednio w punktach E i F'. Niech P to punkt przeciecia prostej EF z
dwusiecznag $ABC. Niech M i N to odpowiednio érodki odcinkéw AC i BC.
Udowodnié, ze

a) $BPC = 90°

b) punkty N, M, P sa wspétliniowe.

Niech 2 < p < ¢ beda kolejnymi liczbami pierwszymi. Udowodnié, ze liczba
p + ¢ ma co najmniej trzy dzielniki pierwsze lub jest podzielna przez kwadrat
liczby pierwszej.

Okregi dopisane do tréjkata ABC lezace naprzeciwko wierzchotka B oraz C
sg styczne do bokéw AC' i AB odpowiednio w punktach D i E. Wykazaé, ze
CD = BE.

Uwaga: Okregiem dopisanym do tréjkata nazywamy okrag styczny do jednego z jego
bokéw i do przedtuzen dwéch pozostatych.

Znalezé wszystkie funkcje f : R — R ktére spelniaja

flay) +z=yf(z) + f(z)
dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y.
Dany jest zbior S zawierajacy n liczb catkowitych. Udowodnié, zZe istnieje nie-

pusty podzbidér S, ktérego suma elementéw jest podzielna przez n.

p2-1
24

Udowodnij, ze dla liczby pierwszej p, wiekszej od 3, liczba jest catkowita.

Znajdz wszystkie rozwigzania ponizszego ukladu réwnan w liczbach rzeczywi-
stych x,y, z:

rH+y+z=2
{ 2y +22 =4

2y’ +2° =8
Ada$ i Basia na zmiane ktadg na pojedynczych kwadratach tablicy o rozmiarze
100 x 100 biate pionki. Wygrywa ten, kto pierwszy ustawi 5 biatych pionkéw w
jednej linii (pionowej lub poziomej). Gre zaczyna Adas. Kto ma strategie wy-
grywajaca (czyli, niezaleznie od ruchéw przeciwnika, wygra)? Podaj odpowiedz
wraz z uzasadnieniem.
Udowodnij, ze za pomoca otéwka, cyrkla i linijki bez podziatki mozna podzieli¢
okrag na dziewieé¢ czesci o rownych polach.



Rozwigzania

1. ZnajdZ wszystkie takie tréjki kolejnych liczb dodatnich nieparzystych, ze kazda

liczba z tej trojki jest liczbg pierwszg.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze w kazdej trojce kolejnych liczb nieparzystych jest liczba podzielna
przez 3. Wiec jedynymi tréjkami mogacymi spetnia¢ warunki zadania sg takie,
ktére zawieraja liczbe 3 (nie ma innych liczb pierwszych podzielnych przez 3).
Mozliwymi kandydatami sa wiec trojki (1,3,5) i (3,5,7). Tylko druga z nich
spetnia warunki zadania.

. 3 _ 1 1 1 _ 7 . a b c
Wiadomo, ze a+b+c =T oraz T T et e = 10 Oblicz et e T a5
Rozwiazanie:

. . 1 1 1 __ a+b+ec a+b+c a+b+c __
Zauwazmy, ze (a + b+ o)(;5 + 5o + oa) = ot T St fEE =

I+ S +1+ i+l =+ + 5 +3
Zatem 545+ 2 = (a+bto) (s +pmtas) 3 =T15—3=1-3=1.
. Dany jest trojkat ABC, ktérego $rodkiem okregu opisanego jest O. Udowodnid,

ze jesli YBAC = 30° to tréjkgt BOC jest réwnoboczny.

Rozwiazanie:

Sposcb 1

7Z twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym otrzymujemy, ze < BOC = 24 BAC =
2-30° = 60°. Zauwazmy, ze skoro O jest srodkiem okregu opisanego na tréjkacie
ABC to odcinki OB i OC s3 réwnej dtugosci. Widzimy teraz, ze jeden z katow
trojkata BOC ma miar¢ 60° oraz dwa jego boki maja réwna dtugosdé, wiec jest
to trojkat réwnoboczny.

Sposéb 2

Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na ABC. Z twierdzenia sinuséw
2R = sif@%o = 2BC, wigc R = BC' = OB = OC, co oznacza, ze trojkat BOC
jest rownoboczny.




4. Mamy worek z liczbami catkowitymi od 1 do 10, kazda wystepuje w nim raz.
Na ile sposobow mozemy z tego worka wyciqggnagc niektore z tych liczb, by suma
tych pozostalych w worku byla parzysta? Podaj wynik wraz z uzasadnieniem.

Rozwigzanie:
Sposcb 1
Suma liczb od 1 do 10 wynosi 55. Zauwazmy, ze gdy w worku jest parzysta
suma liczb, to wyciaggneliSmy z niego liczby, ktére maja nieparzysta sume. Wiec
sparujmy zbiory w pary (zbiér o sumie parzystej - zbiér o sumie nieparzystej)
takie, ze ich suma wynosi 55. Oczywiscie odpowiadaja one zostawieniu w worku
parzystej sumy liczb. Wszystkich zbioréw jest 21° (kazdy element mozemy wziaé
lub nie, kazdy wybér jest niezalezny, wyboréw jest 10, stad 2'%). Wiec takich
par jest 2° = 512.
Sposdb 2
Na poczatku wyciggnijmy z worka pewne liczby z zakresu od 2 do 10. Mozemy
to zrobié na 2° sposobéw (mamy do wyboru 9 elementéw, kazdy element mozna
wybraé lub nie, kazdy wybor jest niezalezny). Musimy teraz podjaé¢ decyzje, czy
wyjaé jedynke z worka. Chcemy, by suma liczb w worku byta parzysta. Jesli
suma w worku jest nieparzysta, musimy wyjaé z niego jeszcze jedynke, jesli
za$ suma jest parzysta, to nie mozemy jej wziaé. Stad sposobéw wyjecia jest
27 = 512.

5. Ile jest liczb calkowitych dodatnich nie wiekszych od 2019, ktére nie sq podzielne
przez 8 ani przez 5.

Rozwiazanie:

Liczb podzielnych przez 3 i nie wickszych od 2019 jest [2912] = 673 a liczb
podzielnych przez 5 i nie wigkszych od 2019 jest [@] = 403. Aby obliczyé
liczbe liczb niepodzielnych przez 2019, od 2019 musimy odjaé 673 oraz 403.
Ale wtedy podwdjnie odejmujemy liczby podzielne jednoczesnie przez 3 i 5,
tzn. liczby podzielne przez 15, ktérych jest [%51)9] = 134. Ostateczny wynik to
2019-673-403+134=1077.

6. Rozwiqz uklad réwnarn w liczbach rzeczywistych

22 +3y=2-1
Y +3z=x-1
P 43r=y—1

Rozwigzanie:

Dodajac rownania stronami i przenoszac wszystko na jedna strone otrzymuje-
my 22+ 22+ 1+ y2 +2y+1+ 2249224+1=0. Czyli, po zwinieciu w kwadraty
(z+1)*+(y+1)?+ (2+1)? = 0. Zauwazmy, ze kwadrat liczby rzeczywistej jest
zawsze nieujemny, wiec aby zachodzita powyzsza réwnos$é¢ konieczne jest, by
kazdy z kwadratéw mial wartosé 0. Otrzymujemy, ze jedynym kandydatem na
rozwiazanie uktadu réwnan jest tréjka (z,y,z) = (—1,—1,—1). Wstawiajac te
wartosci do oryginalnych réwnan widzimy, ze trojka ta speiia uktad réwnan.
Uwaga: Wstawienie otrzymanego rozwigzania do réwnania byto konieczne. Do-
danie stronami réwnan nie jest przeksztalceniem rownowaznym, dlatego nie ma



gwarancji, ze otrzymane rozwigzanie spetnia pierwotny uktad réwnan. Dobrze
jest zastanowié si¢ nad tym rozwiazujac analogicznie ponizszy (bardzo podob-

ny) uklad réwnan:
2+ 3y=1=z
{ Y¥+3z+1l=x-1
P 43r=y—1

. Dany jest czworokqet ABCD, w ktérym AB = AD oraz CB = CD. Oznaczmy
punkt przeciecia prostych BC' i AD przez X. Na tréjkgtach XCD + X AB opi-
sano okregi. Oznaczmy ich punkt przeciecia (rézny

od X ) przez M. Udowodnij, zZe punkty A, C, M sq wspéiliniowe.

Rozwiazanie:

Sposédb 1

Skoro czworokat X M AB jest cykliczny, to $ XM A+ X BA = 180°. Dodatko-
wo SCBA+JXBA = 180°, wiec YCBA = SXMA. Skoro ABCD to deltoid,
to CBA = SCDA = SCDX. Ale skoro czworokat X M DC jest cykliczny, to
JCDX = SXMC. Widzimy w takim razie, ze $XMA = <XMC i punkty
C,A lezg po jednej stronie prostej X M, wiec leza one na jednej prostej prze-
chodzacej przez M (kat LCM A = 0), wiec punkty A, C, M sa wspoHiniowe.
Sposéb 2

Punkt M jest punktem Miquel’a czworokata ABC D, a skoro ten czworokat ma
o$ symetrii (prosta AC), to lezy on na tejze prostej, co konczy dowdd.

. Niech 7(n) oznacza liczbe dzielnikéw liczby n, a |x| liczbe x zaokrgglong w ddl.
Pokazac, ze:

T+ +73) ) = [T ) ) L

Rozwiazanie:

Sposob 1

Dowdéd przeprowadzimy indukcyjnie. Dla n = 1 teza zadania jest oczywista.
Zaltézmy indukcyjnie, ze teza dziala dla liczby naturalnej n. Pokazemy jak wy-
wnioskowaé z tego teze dla n + 1. Gdy zamieniamy n na n + 1 to wartosé
wyrazenia | ¢ ] zwigkszy si¢ o 1 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba k dzieli n + 1.
Wigc po prawej stronie réwnosci przybedzie nam tyle jedynek, ile dzielnikéw
ma liczba n + 1. Ale to doktadnie 7(n + 1), co koniczy dowdd.

Sposéb 2

; ZZl-ZZl—ZL J

k=1 d|k d=1 kd<n

co koniczy dowdd.
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Dany jest prostokgt ABCD oraz dwa okregi w1 i wa odpowiednio o Srednicach
AB i AD. Oznaczmy punkt przeciecia tych okregéw (rézny od A) przez X.
Udowodnié, ze punkty B, D, X sq wspétliniowe.

Rozwiazanie:

Skoro AB jest érednicg okregu, to ¥BX A = 90°. Analogicznie $AXD = 90°.
Mamy teraz, ze SBXD = {BXA + YAXD = 180°. Jesli trzy punkty tworza
kat 180° to musza lezeé na jednej prostej — co koniczy dowdd.

Udowodnij, ze liczba calkowita, wicksza od 4, n dzieli liczbe (n — 1)1, wiedy i
tylko wtedy gdy liczba n jest ztozona.
Uwaga. n!=1-2-3---(n—1) -n.

Rozwigzanie:
Zatézmy, ze n jest ztozone. Rozwazmy dwa przypadki:

(a) n = p? p jest liczby pierwsza:
Poniewaz n > 4 to p > 2, stad p,2p < p?, czyli p,2p < p? — 1. Ale mamy
teraz, ze

P —'=1-2...-(p—1)-p-(p+1)-...-(2p—1)-2p-(2p+1)-...-(p> = 1)

Latwo widaé, ze ten iloczyn jest podzielny przez p? = n.
(b) n jest innej postaci:
Chcemy zapisa¢ n w postaci ab, gdzie 1 < a < b < nia # b. Niech p
bedzie najmniejszym dzielnikiem liczby n. Wtedy liczby a = p, b = %
spetniaja te warunki (poniewaz n # p®). Wtedy mamy, ze

(n='=1-2-...-(a—1)-a-(a+1)-...-(b=1)-b-(b+1)-...-(n—1)
Latwo widaé, ze ten iloczyn jest podzielny przez ab = n.

Stad jesli n > 4 jest zlozone, to n | (n — 1)!. Jesli n jest pierwsze, to zadna z
liczb 1, 2, 3, ..., n — 1 nie ma w swoim rozktadzie na czynniki pierwsze liczby
n, stad ich iloczyn réwniez jej nie ma. Stad nt (n — 1)!

Dany jest réwnoleglobok o polu 1. Udowodnié, Ze mozna przykryé go w catodci
prostokgtem o polu 2.

Rozwiazanie:
Sposéb 1
Bez strat ogdlnosci oznaczmy kolejne wierzchotki rownolegltoboku przez A, B, C, D
i niech AB = CD = a bedzie jego dluzszym bokiem oraz przy wierzchotku A
bedzie kat ostry (jesli réwnoleglobok jest takze prostokatem to teza jest oczywi-
sta). Oznaczmy przez A’, B',C’, D’ rzuty wierzcholtkéw na, odpowiednio, proste
CD, CD, AB oraz AB. Udowodnimy, ze prostokat AA’CC’ spelnia warunki
zadania.

1) Zawiera on réwnolegtobok ABC D, poniewaz A’ i C’ leza, odpowiednio, poza
odcinkami CD i AB (wynika to z wyboru wierzchotkéw A i C przy ktérych
jest kat prosty).
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2) Jego pole jest niewigksze od 2. Oznaczmy przez h odleglto$é pomiedzy pro-
stymi AB i CD. Z zalozen zadania ah = 1. Wiec

Paarcer =h-AC" = h(a+ DC’) < h(a+ DC) < h(a + a) = 2ha = 2

gdzie pierwsza nieréwnoéé wynika z przeszacowania odcinka DC' przez DC
(DC jest przeciwprostokatng w tréjkacie DCC’, wiec jest dhuzsza od przypro-
stokatnej DC"), a druga z zalozenia, ze a jest dluzszym bokiem réwnolegloboku.
Sposéb 2
Niech dluzsza przekatna naszego réwnolegloboku bedzie AC. Poprowadzmy
cztery proste: dwie réwnolegte do AC, przechodzace odpowiednio przez wierz-
chotki B i D oraz dwie prostopadle do AC, przechodzace odpowiednio przez
wierzchotki A i C. Te cztery proste ograniczaja pewien prostokat, ktéry zawie-
ra réwnolegltobok ABCD (zalozenie o tym, ze przekatna AC jest dluzsza jest
tutaj kluczowe).
Dowdd: Gdyby jaki$§ punkt X nalezacy do ABCD lezal poza pasem wyzna-
czonym przez proste prostopadle do AC, to wtedy odcinek AX lub CX bytby
dtuzszy od przekatnej AC, a to sprzecznos$é, poniewaz AC jest najdluzszym od-
cinkiem w naszym réwnolegtoboku (dowdd faktu, ze najdtuzszym odcinkiem w
wielokacie wypuklym jest jedna z jego przekatnych pozostawiamy Czytelnikowi
jako ciekawe ¢wiczenie). To, ze réwnoleglobok zawiera sie w pasie ograniczonym
przez proste réwnoleglte do AC jest oczywiste (wierzcholek tréjkata ma to do
siebie, ze jest najbardziej oddalonym punktem od podstawy lezacej naprzeciw-
ko).
Pozostaje uzasadnié, ze jego pole jest ograniczone z géry przez 2. Niech hi, ha to
beda odpowiednio odlegtosci punktéw B i D od prostej AC' (Czytelnik Spostrze-
gawczy tatwo zauwazy, ze h1 = hs). Z zalozen zadania %AC~h1 + %AC’- ho = 1.
Wiegc

Phiego co ticzymy = AC - (h1 + h2) =2 Papcp =2
co konczy dowdd.

Niech a,b,c to dlugosci bokéw trojkgta. Udowodnié, zZe zachodzi nastepujgca
nierownosc:

Va+vVbt+vezvatb—ct+Votc—a+Veta—b

Rozwigzanie:

Zastosujmy podstawienie x = =2 g = ote=b § 5 = . Z nieréwnoéci

trojkata wiemy, ze liczby x, y i z sa dodatnie. Ponadto a =y +2,b=x+ 2z i
¢ = x + y. Nasza teze mozemy teraz zapisa¢ rownowaznie jako:

VEty+Vy+z+vVe+z>V2r+ /2y + V22

a+b—c
2

Lemat. Dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y mamy:

2V +y > V2x 4+ /2y

10
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Dowdd lematu: Obie strony nieréwnosci sa dodatnie, moze ja wigc podniesé
stronami do kwadratu, otrzymujac i przeksztatcajac rownowaznie:

4o 4+ 4y > 2z + 2y + 4\/xy
20 +2y —4y/zy >0
r+y—2yry >0

(Vo =vy)* 20

Ostatnia nier6wnos¢ jest oczywiscie prawdziwa, bo kwadrat liczby rzeczywistej
jest zawsze nieujemny. Co konczy dowdd lematu. [J

7 lematu otrzymujemy nieréwnosci:

2V +y > V2r+ /2y

2Vy+ 2z > /2y + V2z
2V +z 2> V2zx+V2z

Dodajac je stronami otrzymujemy teze.

Uwaga: Okazuje sie, ze liczby z, y, z maja swoja graficzng interpretacje! Niech
okrag wpisany w ABC' bedzie styczny do bokéw BC, AC, AB w punktach D,
E,F.JeSlia=BC,b=ACic=AB,toCD=CE =2, BD=BF =yi
AE = AF = z. Dowdd tych rownosci pozostawiamy Czytelnikowi.

Udowodnié, ze dla wszystkich liczb rzeczywistych x, y 1 z takich, ze 0 < x,y,z <
1 zachodzi nieréwnosé:

zyz+ (1—2)1—y)(1-2) < 1.

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze z zatozen wynika, ze 0 <1 — 2,1 —y,1 — 2z < 1. Zatem
zyz+(1l—z)(1—-y)(l—-2)<z-1-14(1—-2)-1-1=z+1—z=1,

co konczy dowdd.

Na Wigilie przybylo n gosci. Przed wieczerzq tradycyjnie wszyscy tamiq sie
oplatkiem. Kazde lamanie trwa dokladnie minute, a kazdy go$é po skomncze-
niu tamania moze natychmiast przejs¢ do nastepnego. Nie mozna dzieli¢ sie
oplatkiem z tg samg osobg kilka razy. Dla jakich wartosci n mozliwe jest takie
tamanie oplatkiem, by podczas niego kazdy sie z kims caly czas tamal i na ko-
niec wszyscy podzielili sie ze wszystkimi?

Przyklad: dla n = 4 jest to mozliwe. W pierwszej turze tamiq sie ze sobg
pary (1,2) i (3,4), potem (1,3) i (2,4), a nastepnie (1,4) i (2,3).

Rozwiazanie:

Oczywiscie jesli n jest nieparzyste to goscie nie moga sie potamaé optlatkiem
zgodnie z warunkami, bo za kazdym razem kazdy musi sie z kims$ tamaé. Udo-
wodnimy, ze wszystkie n parzyste dzialaja. Niech n = 2m. Nazwijmy gosci
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15.

16.

Ao, A1, ..., Aam—1. Ulézmy gosci Ay, ..., Aam—1 w (2m—1)-kat foremny i niech
Ap to $rodek okregu opisanego tego wielokata. Dla kazdego i = 1,...,2m — 1
zdefiniujmy pary gosci, ktoérzy beda sie tamaé w i-tej minucie. Narysujmy od-
cinek AgA; oraz wszystkie przekatne i boki wielokata foremnego do niego pro-
stopadle. Wyznaczaja one pary lamiacych sie gosci. Zauwazmy, ze kazda para
gosci bedzie si¢ tamata doktadnie raz (poniewaz w naszym wielokacie foremnym
zadna para wierzchotkéw nie jest wspélliniowa z Ag) oraz kazda para bedzie
sie tamad, zatem podana konstrukcja spetnia warunki zadania.

Dane sq liczby calkowite dodatnie x,y, z takie, Ze NWD(z,y,z) =1 oraz % +
% = 1. Wykazaé, ze x + y jest kwadratem pewnej liczby calkowite;.
Rozwigzanie:

Oznaczmy d = NW D(z,y) i niech z = dz1,y = dy1, gdzie oczywiscie z1 L y1.

Po wymnozeniu stronami i otrzymujemy réwnowaznie z(x + y) = zy, czyli
z(z1 + 1) = dziy

Zauwazmy, ze r1 L x1 +y1 oraz y1 L x1 + y1. Dodatkowo zauwazmy, ze z L d.
Rzeczywiscie, gdyby istniala liczba p > 1, ze p | zip | d = NWD(x,y) to
liczba ta dzielitaby kazda z liczb z,v, z, ale z zalozenia NWD(z,y,z) = 1,
wiec otrzymujemy sprzecznos$é. Skoro z1 L x1 + y1 to z otrzymanej wczesniej
réwnosci musi zachodzié¢ z1 | z. Analogicznie y1 | z. A wiec skoro z1 L 1
to x1y1 | z. Skoro z L d, to analogicznie na podstawie powyzszej réwnosci
z | z1y1. Wnioskujemy wiec, ze z = z1y1 a wiec takze z1 +y1 = d. Ostatecznie
x4y =d(z1+y1) = d* co koniczy dowdd.

Uwaga: Oznaczenie a L b oznacza, Ze liczby a i b sq wzglednie pierwsze, inaczej,
ich NWD jest réune 1.

Dany jest trojkat ABC, ktorego okrgg wpisany jest styczny do bokéw AC i
AB odpowiednio w punktach E i F. Niech P to punkt przeciecia prostej EF z
dwusieczng LABC. Niech M i N to odpowiednio $rodki odcinkéw AC i BC.
Udowodnic, ze

a) BPC = 90°

b) punkty N, M, P sq wspélliniowe.

Rozwiazanie:

a) Zalézmy bez strat ogélnosci, ze AB < AC. Niech I to srodek okregu wpisa-
nego w trojkat ABC. Oczywiscie punkt I lezy na dwusiecznej < ABC. Skoro E
to punkt stycznosci to IE L AC, wiec wystarczy pokazaé, ze czworokat [ EPC'
jest cykliczny (bo wtedy 90° = SIEC = JIPC = {BPC a to teza). Niech
4BAC = a. Zachodzi nastepujacy przydatny

Lemat. o
IBIC = 3 +90°

Dowdd:
Niech kat wewnetrzny przy wierzchotku B to 3, a kat wewnetrzny przy wierz-
chotku C to 7. Oczywiscie a+ 3+ = 180°. Skoro SCBI = g oraz {BCI = %
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17.

to

IBIC = 180° — XCBI — XBCI = 180° — % =

180 —a:g+900

180° —
2 2

co konczy dowdd lematu.

Przechodzac do rozwigzania zadania, cyklicznosé czworokata IEPC jest réw-
nowazna réwnoéci SCIP = SCEP. Ale korzystajac z lematu SCIP = 180° —
IBIC = 90° — 5. Pozostaje zauwazy¢, ze trojkat AEF jest réwnoramienny
(poniewaz AE = AF z réwnosci odcinkéw stycznych), z czego wnioskujemy, ze
JFEA = 180=2 = 90° — &, Ale YFEA = SCEP co koticzy dowbd.
Alternatywne rozwigzanie podpunktu a)

Niech D to punkt stycznosci okregu wpisanego z BC' i oznaczmy przez X punkt
przeciecia prostej EF z BC. Skoro proste AD, BE, CF przecinaja si¢ w jednym
punkcie (punkcie Gergonne’a, wynika to miedzy innymi z Twierdzenia Cevy),
to (B,C;D,X) = —1, wiec takze (PB,PC;PD,PX) = —1. Dodatkowo D
i F s3 symetryczne wzgledem prostej BP, wiec {BPE = {BPF, wiec PB
jest dwusieczng < EPX. Laczac otrzymane fakty i korzystajac z Lematu 2.28 z
pracy Dwustosunek i biegunowe otrzymujemy < BPC = 90° czyli teze zadania.

b) PM jest érodkows w tréjkacie prostokatnym, w szczegélnoéci SPMC =
24CBP = $ABC, wiec proste PM i AB sa réwnolegte, co oznacza (skoro M
jest $rodkiem boku BC'), ze prosta PM jest linig $rodkowa w tréjkacie ABC, w
szczegblnosci przechodzi przez §rodek odcinka AC, to jest N, co konczy dowdd.

Niech 2 < p < q bedg kolejnymsi liczbami pierwszymi. Udowodnic, ze liczba p+q
ma co nagmniej trzy dzielniki pierwsze lub jest podzielna przez kwadrat liczby
pierwszej.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze p + q jest liczba parzysta jako suma dwoéch liczb nieparzystych.
Przeprowadzmy dowdd nie wprost. Zalézmy wbrew tezie zadania, ze liczba
p+ g = 2r ma co najmniej dwa dzielniki pierwsze, w dodatku wystepujace
w rozktadzie tej liczby na czynniki pierwsze w pierwszej potedze. Ale skoro
r > 1 to r musi by¢ liczba pierwsza (gdyby nie bylo, to posiadaloby albo dwa
dzielniki rézne od dwa, wiec sprzecznosé, albo dwa dzielniki z czego jeden jest
dwdjka, ale to takze sprzecznosé, bo 4 | p + ¢, albo posiadaloby jeden dzielnik,
ale skoro nie jest liczbg pierwsza, to musi by¢ potega takowej, w szczegdlnosci
kwadrat tej liczby pierwszej dzielitby p + ¢ wbrew zalozeniu). Otrzymujemy
wiec, ze p+q = 2r <= r = p7+q i r jest liczba pierwsza. Ale p < p—;rq < q
(proste wymnozenie). W takim razie r jest liczbg pierwsza spelniajaca p < r <
q, wbrew zalozeniu, ze p < ¢ sa kolejnymi liczbami pierwszymi. Sprzecznos$é
konczy dowdd.
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18. Okregi dopisane do trojketa ABC lezgce naprzeciwko wierzcholka B oraz C
sq styczne do bokéw AC i AB odpowiednio w punktach D i E. Wykazaé, Ze
CD = BE.

Uwaga. Okregiem dopisanym do trojkgta nazywamy okrag styczny do jed-
nego z jego bokow i do przedtuzen dwoch pozostatych.
Rozwigzanie:

Oznaczmy punkt stycznosci okregu dopisanego naprzeciwko wierzchotka B z
prosta AB jako X, z prosta BC jako K, analogicznie niech Y to punkt stycz-
noéci okregu dopisanego lezacego naprzeciwko wierzchotka C' i prostej AC, a L
z prosta BC.

Sposéb 1

Udowodnimy, ze punkty D i E w pewnym sensie ,potowia” obwdd tréjkata
ABC.

Lemat. Niech s = %b*c, gdzie a, b, c - dlugosci bokow trojkata lezgcych na-

przeciwko wierzcholkéw, odpowiednio, A, B,C. Wtedy:
BC+CD=CB+BE=s

Dowdd:

2s=BC+CD+BA+AD =BC+(CK+BA+ AX =BK + BX =2BK

= 2(BC + CK) = 2(BC + CD)

i analogicznie dla CB + BE.
Wiec korzystajac z lematu CD = s — BC' = BE co konczy dowdd.

Sposdb 2
Zaczniemy od lematu.

Lemat. Dany jest tréjkat ABC, okrgg w niego wpisany jest styczny do BC, AC, AB

odpowiednio w D, E, F, a okrgg A-dopisany jest styczny do BC, AC, AB odpo-
wiednio w X,Y, Z. Zachodzi BD = CX.

Dowdd:
Mamy nastepujacy ciag réwnosci:

BD+BX =BF+BZ=FZ=FEY=CE+CY=CD+CX
Dodajac BD + CX stronami otrzymujemy:
2BD+CX +BX =2CX +CD+ BD

czyli
2BD + BC =2CX + BC

wiec

BD =CX
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19.

20.

21.

co konczy dowdd.

Dorysujmy okrag wpisany w ABC styczny do AB w E' a do AC w D’. Korzy-
stajac z lematu otrzymujemy

CD = AD' = AE' = BE

co konczy dowdd.

ZnaleZé wszystkie funkcje f : R — R ktore spelniajq

flzy) + = =yf(x) + f(z)
dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y.

Rozwiazanie:

Skoro réwnanie ma by¢ spetnione dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, to w
szczegblnodci gdy y = 1. Otrzymujemy wtedy

fle-)+az=1-f(z)+ f(2)

czyli po uproszczeniu

flx) ==
Wstawiajac do zalozenia funkcje f(x) = x widzimy, ze spelnia ona dane réw-
nanie. Wiec jedynym rozwiagzaniem jest f(z) = z.

Dany jest zbior S zawierajgcy n liczb calkowitych. Udowodnié, Ze istnieje nie-
pusty podzbior S, ktérego suma elementéw jest podzielna przez n.

Rozwiazanie:

Oznaczmy elementy zbioru przez ai,az2,...,a, i niech s; = a1 +a2+ ...+ a;
dla i = 1,2,...,n. Dodatkowo zdefiniujmy so = 0. Mamy n + 1 liczb s; i
n mozliwych reszt z dzielenia przez n, wiec z zasady szufladkowej Dirichleta,
pewne s;,sj,% < j daja te sama reszte z dzielenia przez n. pozostaje zauwazyc,
ze wtedy réznica s;—s; jest podzielna przez n oraz jest suma pewnego podzbioru
S (dokladnie to elementéw Qi1 Q425 - - - a]-)

p2-1
24

Udowodnij, ze dla liczby pierwszej p, wiekszej od 3, liczba jest catkowita.

Rozwiazanie:

Liczba pierwsza wigksza od 3 moze dawacé z dzielenia przez 6 jedynie reszty
1 oraz 5. Rzeczywiscie, gdyby dawata reszte 2, to bylaby parzysta i wieksza
od 2, wiec zlozona, podobnie z resztg 4. Analogicznie gdyby dawala reszte 3,
to bytaby podzielna przez 3 i wigksza od 3, wigc zlozona. Widzimy wigc, ze
p = 6k = 1 dla pewnej liczby catkowitej dodatniej k. Rozpisujac

p?—1=(6k+1)°> —1=236k>+£12k = 12k(3k £ 1)

Pozostaje zauwazyé, ze liczby k i 3k £+ 1 sa réznej parzystosci, wiec jedna z nich
jest na pewno parzysta, co konczy dowdd. .
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22.

23.

ZnajdZ wszystkie rozwigzania ponizszego ukladu réownan w liczbach rzeczywistych
T,Y,2:

r+y+z=2

224yt 422 =4

24+ +22=8

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze

(m+y+z)2:m2+y2+z2+2(:cy+yz+zx):>xy+yz+zx:0

4 4

2+’ +2° =@ty +2) @+ + 27— 2y — yz — 2z) +3ay2

8 2 4

Otrzymujemy réwnosé zyz = 0. Ze wzgledu na symetrie uktadu mozemy zato-
7yé, ze z = 0. Skoro z+y = 21 2% +y? = 4, to rozpisujac (z+y)? = z2 +y>+22y
z czego wnioskujemy, ze ry = 0, wiec ponownie ze wzgledu na symetrie mozemy
zalozyé, ze y = 0. Pozostaty uktad trzech réwnoéci x = 2,22 = 4, 2° = 8 speknia
z = 2. Otrzymujemy trzy mozliwe rozwiazania: (2,0,0), (0,2,0), (0,0, 2), ktére
jak tatwo sprawdzié¢ spelniajg zadany uktad réwnan

Adas i Basia na zmiane kladg na pojedynczych kwadratach tablicy o rozmiarze
100 x 100 biate pionki. Wygrywa ten, kto pierwszy ustawi 5 biatych pionkéw w
jednej linii (pionowej lub poziomej). Gre zaczyna Adas. Kto ma strategie wy-
grywagacq (czyli, niezaleznie od ruchéw przeciwnika, wygra)? Podaj odpowiedz
wraz z uzasadnieniem.

Rozwiazanie:

Udowodnimy, ze strategie wygrywajaca ma Basia. Po pierwsze, zauwazmy, ze
kto$ wygra (gra jest skoriczona, ze wzgledu na ograniczong liczbe pél na plan-
szy). Rozwazmy nastepujaca strategie dla Basi:

(a) Sprawdzamy, czy istnieje ruch wygrywajacy (to znaczy, czy istnieje pole,
na ktérym Basia moze polozy¢ pionek i wygraé). Jesli istnieje to Basia
wygrywa konczac gre, a jesli nie

(b) Odbijamy ruch symetrycznie wzgledem $rodka symetrii planszy.

Wystarczy teraz pokazaé poprawno$¢ powyzszej strategii. Po pierwsze, zawsze
bedziemy mogli wykonaé¢ krok 2 (pole, na ktérym chcemy potozy¢ pionek be-
dzie wolne). Oznaczmy pole, na ktérym potozyt pionek Adam przez A, a pole
na ktérym chcemy potozyé pionek przez B. Zaldézmy nie wprost, ze pole B
jest zajete. Ale zgodnie z przyjeta strategia nie jest one zajete pionkiem poto-
zonym przez Basi¢ (poniewaz polozylaby go ona tam tylko wtedy gdy Adam
potozytby wczesdniej pionek na polu A, a nie mégt tego zrobié, skoro uczynit
to w poprzednim ruchu) oraz nie jest on pionkiem polozonym przez Adama
(gdyby on go polozyl tam w poprzednich ruchach, to Basia odpowiedzialaby
polozeniem pionka na A, ale to przeczy temu, ze potozyt tam pionek Adam).
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24.

Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd.

Skoro gra jest skoniczona, wystarczy teraz udowodnié, ze w tej strategii Adam
nie moze wygrac¢. Zalézmy nie wprost, ze Adam wygral. Oznacza to, ze po
ruchu Basi istnialo pole wygrywajace, czyli takie, ktére daje zawodnikowi, ktd-
ry polozy na nim pionka zwyciestwo. Jesli to pole istnialo przed ruchem Basi,
to oznacza, ze Basia nie polozyta pionka na polu wygrywajacym, co przeczy
krokowi pierwszemu naszej strategi. Wiec pole wygrywajace musialo powstaé
po ruchu Basi. Przyjrzyjmy sie temu kiedy powstaja pola wygrywajace. Pole
wygrywajace istnieje wtedy i tylko wtedy gdy gdy istnieje piatka kolejnych pdl
w pewnym rzedzie badz kolumnie, wéréd ktorych doktadnie 4 sg zajete. Dowdd
jest oczywisty. Zauwazmy, ze gdy Basia kopiuje ruch Adama, to pionki przez
nich potozone znajduja si¢ w innych kolumnach oraz w innych wierszach. Sko-
ro ruch Basi utworzyt pole wygrywajace, to odbijajac sytuacje symetrycznie
wzgledem srodka uktadu otrzymujemy, ze Adam utworzyl pole wygrywajace
ruch wezesniej (pole wygrywajace Adama jest zwiazane z zestawem innych pie-
ciu pol niz to utworzone przez Basie). To pokazuje, ze po ruchu Adama istniato
pole wygrywajace, z ktorego Basia nie skorzystala, sprzeczno$é z pierwszym
krokiem algorytmu konczy dowdd.

Uwaga: Spostrzezenie o rozlacznosci zbioréw pdl na ktére wplywa ruch Basi
oraz poprzedzajacego ruchu Adama jest konieczne do poprawnosci zastoso-
wanej metody. Wystarczy rozwazy¢ analogiczng gre gdzie dodatkowo mozna
wygraé poprzez utozenie 5 pionkéw na skos.

Udowodnij, z2e za pomocg otowka, cyrkla i linijki bez podzialki mozna podzielié
okrgg na dziewie¢ czesci o réwnych polach.

Rozwigzanie:

Wskazemy trzy konstrukcje rozwigzujace ten problem.

Sposéb 1

Skonstruujmy dowolna srednice i srednice prostopadta do niej danego kota i
podzielmy je na trzy réowne czesci. Powstaje 6 réwnych odcinkéw. Narysujmy
okregi o érednicach bedacych tymi odcinkami (powstanie nam w ten sposéb 5
okregéw, poniewaz dwa odcinki utworza ten sam okrag). Skonstruowane kota
maja pola réwne é pola oryginalnego kota (maja trzy razy mniejszy promien).
Pozostaja cztery przystajace fragmenty okregu. Oczywiscie, skoro w sumie zaj-
mujg one % powierzchni, to kazdy z nich zajmuje dokladnie % powierzchni.
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Sposdb 2

Analogicznie jak wyzej konstruujemy okrag wspotsrodkowy z danym kolem o
trzy razy mniejszym promieniu. Pozostala cze$é powierzchni kota dzielimy na
8 réwnych czgsci (co mozna zrobié¢ konstruujac chociazby o$miokat wpisany w
dany okrag).
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Sposdéb 3 (Rozwigzanie autorstwa: Kacper Jachym)

Na poczatku pokazemy jak z odcinka dlugosci k i odcinka jednostkowego kon-
struowaé odcinek diugosci vk. Rozwazmy okrag w o érednicy AB = 1+ k i
punkt C na niej, taki ze AC =11 CB = k. Prosta prostopadta do AB przecho-
dzaca przez C przecina w w punktach X i Y. Oczywiscie z symetrii CX = CY,
a z potegi punktu CX -CY =1k = CX = Vk.

Dalej bez strat ogélnosci zatézmy, ze nasz okrag w zadaniu ma promien dlugosci
3. Narysujmy okregi wspétérodkowe z nim o promieniach kolejno v/1,v/2, - -+ , /8.
Podzielg nam one koto na 9 czesci - jedno koto o promieniu 1 i osiem pierscieni
kotowych. Oczywiscie cate koto ma pole 97, a kolo wewnetrzne - 7. Pozostaje
zauwazyé, ze k-ty z pierécieni ma pole réwne w((vE +1)2 — (VE)?) = 7, co
konczy dowdd konstrukeji.

Na koniec warto zauwazy¢, ze jedna z trudnosci zadania polegala na ominigciu
najbardziej intuicyjnej konstrukcji: podziatu kota na 9 réwnych wycinkéw ko-
towych. Jest to réwnowazne z konstrukcja dziewieciokata foremnego, ktéra, jak
si¢ okazuje, jest niemozliwa.
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